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Abstract.
We propose in this paper a theory of higher non abelian cohomology without
using the notion of n−category. We use this theory to study compositions series
of affine manifolds and cohomology of manifolds.
0. Introduction.
Une varie´te´ affine (M,∇M ), est une varie´te´ diffe´rentiable M , munie d’une
connexion ∇M dont les tenseurs de courbure et de torsion sont nuls. La varie´te´
affine de dimension n, (M,∇M ) est comple`te si et seulement si elle est le quo-
tient de IRn par un sous-groupe ΓM de Aff(IR
n) qui agit proprement et li-
brement sur IRn. L. Auslander a conjecture´ que le groupe fondamental d’une
varie´te´ affine compacte et comple`te est polycyclique. Dans [T4], on a conjecture´
qu’un reveˆtement fini d’une varie´te´ affine compacte et comple`te est le domaine
de de´finition d’une application affine non triviale. Ceci conduit a` se poser le
proble`me de classifier les se´ries de compositions (Mn,∇Mn)→ ...→ (M1,∇M1)
ou` chaque application fi : (Mi+1,∇Mi+1) → (Mi,∇Mi) est une fibration affine
de domaine de de´finition compact et complet; ce qui signifie que fi est surjective,
et chaque varie´te´ affine (Mi,∇Mi) est compacte et comple`te. La classification
des fibrations affines s’effectue avec la the´orie des gerbes (Voir [T6]). Il est na-
turel de penser que la classification des se´ries de compositions devrait se faire
avec la notion de n−gerbe. La de´finition d’une notion de n−cate´gorie n’e´tant
pas bien comprise, on e´ffectue la classification des se´ries de compositions par le
biais de la notion de tour gerbe´e.
Ne´anmoins, rappelons qu’il est effectue´ dans [T6] une classifications des se´ries
de compositions ou` chaque application fi est affinement localement triviale (ceci
veut dire que l’holonomie d’une fibre ne de´pend pas de celle-ci) en utilisant une
partie de l’axiomatique ne´cessaire pour de´finir la notion de n−cate´gorie.
En fait le proble`me ge´ne´ral auquel se rame`ne la classification des se´ries de
compositions de varie´te´s affines est celui de l’e´laboration d’une the´orie de co-
homologie non commutative. Dans la deuxie`me partie de ce travail, on e´labore
une the´orie de cohomologie non abe´lienne en utilisant la notion de tour gerbe´e
afin d’e´viter justement de parler de n−cate´gories.
1
Comme le mentionne Brylinski [Bry], les classes caracte´ristiques sont utilise´es
par plusieurs auteurs pour cre´er divers objets mathe´matiques. C’est ainsi que
Witten [Wi] utilise des classes caracte´ristiques d’ordre 2 afin d’e´tudier le poly-
nome de Jones. Il apparait donc ne´cessaire de donner une description ge´ome´trique
des classes caracte´ristiques. Dans cette optique, il faut donner une interpre´tation
ge´ome´trique de la cohomologie entie`re d’une varie´te´ diffe´rentiableM . Le groupe
de cohomologieH2(M, IZ) s’interpre`te comme l’ensemble des classes d’e´quivalences
des fibre´s complexes surM d’apre`s la the´orie de Kostant Weil. Dans [Bry], il est
donne´ une interpre´tation de H3(M, IZ) en termes de classes d’e´quivalences des
faisceaux de groupoides de Dixmier-Douady. Notre the´orie permet d’interpre´ter
les groupesHn+2(M, IZ) en termes de classes d’e´quivalences de n−tours gerbe´es.
Voici le plan de notre travail
0. Introduction.
1. Rappels sur la notion de gerbe.
2. Tour gerbe´e.
3. Suites spectrales et tours gerbe´es.
4. Application des tours gerbe´es a` la ge´ome´trie affine.
5. Interpre´tation de la cohomologie entie`re d’une varie´te´.
1. Rappels sur la notion de gerbe.
On rappelle dans cette partie la notion de gerbe pre´sente´e dans [Gi].
De´finitions 1.1.
- Soit C une cate´gorie, un crible de C est une partie R des objets Ob(C) de
C telle que pour toute fle`che m : X → Y , si Y ∈ R, alors X appartient a` R.
- Pour toute foncteur f : E′ → E, on note Rf = {X ∈ Obj(E′), f(X) ∈ R};
Rf est un crible.
De´finition 1.2.
Une topologie sur C est une application qui a tout objet S associe une partie
non vide J(S) de l’ensemble des cribles de la cate´gorie ES au-dessus de S, telle
que
pour toute fle`che f : T → S de C et tout crible R appartenant a` J(S), Rf
appartient a` J(T ).
Pour tout objet S de C, tout e´le´ment R de J(S), et tout crible R′ de ES , R
′
appartient a` J(S) de`s que pour tout objet f : T → S de R, on a R′f appartient
a` J(T ).
Les e´le´ments de J(S) sont appele´s les raffinements de S.
De´finitions 1.3
- Un faisceau sur C est un foncteur contravariant F de C dans la cate´gorie
des ensembles tel que pour tout crible R de S, l’application
F (S) −→ lim(F | R)
soit bijective, ou` F | R est le pre´faisceau sur R de´fini par (F | R)(f) = F (T )
pour toute fle`che f : T → S de R.
- Soit F :M → B un foncteur, pour tout objet S de B, on appelle cate´gorie
fibre FS de F en S, la sous-cate´gorie de M dont les fle`ches m ve´rifient F (m) =
IdS . Ceci implique que les objets de FS se projettent sur S par F . Soient X et
Y deux objets de FS , on de´signe par HomS(X,Y ), l’ensemble des m : X → Y
qui se projettent sur IdS .
De´finitions 1.4.
- Soient F : M → B un foncteur, m : x → y une fle`che de M et f : T → S
sa projection par F , on dit que m est B−carte´sienne, ou que m est une image
inverse de y par f , ou encore que x est une image inverse de y si pour tout objet
z de MT , l’application
HomT (z, x) −→ Homf (z, y)
n 7→ mn
est bijective, ou` Homf (z, y) = {n ∈ Hom(z, y), F (n) = f}.
- Une cate´gorie B fibre´e est un foncteur F :M → B tel que pour toute fle`che
f : T → S de B et tout objet y de FS , il existe une image inverse de y par f , et
telle que le compose´ de deux morphismes B−carte´siens est B−carte´sien.
- On dira que la cate´gorie est fibre´e en groupoides, si pour tout diagramme
x
f
−→z
g
←−y
dans M , au-dessus de
U
φ
−→W
ψ
←−V,
pour toute fle`che m : U → V telle que φ = ψm, alors il existe un unique
h : x→ y tel que f = gh et F (h) = m.
Ceci implique que l’image inverse d’une fle`che est unique a` isomorphisme
pre`s.
Soit f : x → y une fle`che de M au-dessus de φ : U → V de B. On posera
x = φ∗(y). Les foncteurs (φψ)∗ et ψ∗φ∗ sont canoniquement isomorphes.
De´finition 1.5.
Une cate´gorie fibre´e F → E est dite scinde´e si elle est munie d’une applica-
tion (le scindage) qui a` toute fle`che f : T → S de E et a` tout objet x de FS
associe une image inverse xf : x
f → x de sorte que pour toute suite U
g
→T
f
→S
et tout objet y de FS , on a (x
f )g = xfg.
Soit un diagramme de cate´gories
F G
↓ f ↓ g
A
a
−→ B
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On note Homa(F,G) la sous-cate´gorie de Hom(F,G) dont les objets sont les
u : F → G tels que gu = af , les fle`ches e´tant les morphismes m : u → u′ tels
que gm soit le morphisme identique du foncteur af .
On note Carta(F,G) la sous-cate´gorie pleine de Homa(F,G) dont les objets
sont les a−foncteurs carte´siens c’est a` dire les foncteurs qui transforment tout
morphisme carte´sien en un morphisme carte´sien.
Soient E une cate´gorie munie d’une topologie, et F → E une cate´gorie fibre´e,
pour tout raffinement R de C, on a un foncteur restriction CartE(ES , F ) →
CartE(R,F ).
De´finition 1.6.
Soit E une cate´gorie munie d’une topologie, un champ est une cate´gorie
fibre´e F → E telle que le foncteur restriction CartE(ES , F )→ CartE(R,S) est
une e´quivalence de cate´gories.
Remarque.
Supposons que les produits fibre´s existent dans E ainsi qu’une famille cou-
vrante (Si → S)i∈I pour la topologie de E.
Se donner un champ en groupoides F → E est e´quivalent a` se donner une
cate´gorie fibre´e en groupoides F → E telle que
(i) Recollement des fle`ches.
Pour tout objet U de E, et tout objets x et y de FU le foncteur de FU dans la
cate´gorie des ensembles qui a` une fle`che f : V → U associe HomV (f
∗(x), f∗(y))
est un faisceau.
(ii) Recollement des objets
Soit xi un objet de FSi , et tij une fle`che entre la restriction de xj a` Si×S Sj
et celle de xi a` Si ×S Sj , alors si sur Si ×S Sj ×S Sk on a tik = tijtjk, il existe
un objet x de FS dont la restriction a` FSi est xi.
Si de plus il existe une famille couvrante (Si → S)i∈I telle que FSi soit non
vide, et pour tout objets x et y de FSi , HomSi(x, y) est non vide (connexite´
locale), on dit alors que la cate´gorie fibre´e est une gerbe.
Si de plus le pre´faisceau LF de´fini sur E par
U −→ HomU (FU )
est un faisceau en groupes qui commute avec les isomorphismes et les restric-
tions, on dit alors que LF est le lien de la gerbe. Dans la suite on conside`rera
uniquement des gerbes lie´es.
Dans la suite, E sera une cate´gorie, admettant les produits fibre´s finis, munie
d’une topologie de´finie par la famille couvrante (Si → S)i∈I .
Classification des gerbes lie´es.
Dans ce paragraphe, on rappelle la classification des gerbes au-dessus d’une
cate´gorie C de lien donne´ L.
De´finitions 1.7.
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- Une gerbe F → E est triviale, si elle admet une section. Si la cate´gorie E
a un objet final e, cela signifie que Fe n’est pas vide.
- Deux gerbes F → E et F ′ → E de lien L sont e´quivalentes si et seulement
si il existe un isomorphisme de cate´gories fibre´es entre F et F ′ qui commute
avec l’action de L.
On note H2(E,L) l’ensemble des classes d’e´quivalences des gerbes.
Soit (xi)i∈I une famille d’objets tels que xi appartient a` FSi . Il existe une
fle`che uij entre les restrictions de xj et xi a` FSi×SSj . Notons u
k
ij la restriction de
uij entre les restrictions respectives de xj et xi a` FSijk , ou` Sijk = Si×SSj×SSk.
The´ore`me. [Gi].
la famille cijk = u
i
jk(u
j
ik)
−1ukij ∈ L(Sijk) est un 2−cocycle de Cech qui
classifie la gerbe F → E si le lien est abe´lien.
2. Tour gerbe´e.
Le but de cette partie est de ge´ne´raliser la notion de gerbe a` celle de tour
gerbe´e. Cette notion de tour gerbe´e permettra ulte´rieurement de de´finir des
groupes de cohomologies non abe´liens d’ordre supe´rieurs.
La notion de tour gerbe´e est de´finie re´cursivement a` partir de la notion de
gerbe. Soit E1 une cate´gorie munie d’une topologie de´finie par une famille
couvrante (Si → S)i∈I . On suppose que les produits fibre´s existent dans E1.
De´finition 2.1.
On appelle 2−tour gerbe´e, la donne´e d’une gerbe lie´e F1 → E1 de lien L1
telle que
A tout objet X(S1) de FS1 ou` S1 est un objet quelconque de E1, on asso-
cie une gerbe lie´e F2(S1, X(S1)) → E2(S1, X(S1)) de lien L2 un faisceau sur
E1. Ceci veut dire qu’il existe un isomorphisme entre le groupe des automor-
phismes de la fibre d’un objet de E2(S1, X(S1)) qui se projettent sur l’identite´
et les sections de´finies sur S1, d’un faisceau de E1. Cet isomorphisme commute
aux morphismes entre objets et aux restrictions. La classe d’isomorphisme de
F2(S1, X(S1))→ E2(S1, X(S1)) ne de´pend pas de S1 et de X(S1).
La proprie´te´ de connexite´ suivante est ve´rifie´e:
Soient S1 un objet de E1, T1, T2, T3 des objets de FS1 , il existe une appli-
cation
∗ : Hom(T1, T2) −→ Hom(E2(S1, T1), E2(S1, T2))
u −→ u∗
Soit X un objet de E2(S1, T1), U un objet de F2(S1, T1)X , pour tout objet V de
F2(S1, T2)u∗(X), il existe un morphisme u
∗(U, V ) entre les gerbes F2(S1, T1)→
E2(S1, T1) et F2(S1, T2) → E2(S1, T2) au-dessus de u
∗ qui transforme U en V .
On fera souvent l’abus de noter u∗ et u∗(U, V ) par u∗.
Soient u : T1 → T2, et v : T2 → T3 des e´le´ments respectifs de Hom(T1, T2)
et Hom(T2, T3), (vu)
∗ coincide avec v∗u∗ sur les objets et on suppose que (vu)∗
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coincide avec v∗u∗ modulo un morphisme de F2(S1, T3) → E2(S1, T3). On a
(Id)∗ = Id sur les objets (mais pas force´ment sur les fle`ches).
Soient φ : S → T une fle`che de E1 et y un objet de F1T . Conside´rons une
image inverse m : x→ y de φ. On a un morphisme
m∗ : E2(T, y) −→ E2(S, x).
Soient X un objet de E2(T, y), U un objet de F2(T, y)X et V un objet de
F2(S, x)m∗(X), il existe un morphisme entre les gerbes F2(T, y) → E2(T, y) et
F2(S, x)→ E2(S, x) au-dessus de m
∗ qui transforme U en V .
Soient ψ : R → S une autre fle`che de E1 et n : z → x une image inverse de
x, les restrictions (mn)∗ et n∗m∗ coincident sur les objets et on suppose qu’elles
coincident modulo un morphisme de F2(R, z)→ E2(R, z).
Il est commode de supposer que les cate´gories E1 et E(S1, X(S1)) sont
U−petites pour de´finir l’ensemble
⋃
S1∈Ob(E1)
E(S1, X(S1)).
De´finition 2.2.
Une n+1−tour gerbe´e de base E1 consiste en la donne´e d’une gerbe F1 → E1
de lien L1,
pour tout objets S1 de E1 et S
′
1 de F1S1 d’une gerbe F2(S1, S
′
1)→ E2(S1, S
′
1)
de lien L2,
pour tout quadruple (S1, S
′
1, S2, S
′
2) ou` S1 est un objet de E1 et S
′
1 un objet
de F1S1 , S2 est un objet de E2(S1, S
′
1) et S
′
2 un objet de F2(S1, S
′
1)S2 d’une
gerbe F3(S1, S
′
1, S2, S
′
2)→ E3(S1, S
′
1, S2, S
′
2) de lien L3.
Supposons de´finie la famille de gerbes Fi(S1, S
′
1, ..., Si−1, S
′
i−1)→ Ei(S1, S
′
1..., Si−1, S
′
i−1).
Pour tout objet Si de Ei(S1, S
′
1..., Si−1, S
′
i−1) et S
′
i de Fi(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1)Si
on se donne une gerbe Fi+1(S1, S
′
1..., Si, S
′
i) → Ei+1(S1, S
′
1..., Si, S
′
i) de lien
Li+1. En d’autres termes il existe un isomorphisme entre le groupe des automor-
phismes (qui se projettent sur l’identite´) de la fibre d’un objet deEi+1(S1, .., Si, S
′
i)
et les sections de´finies sur S1 d’un faisceau Li+1 de E1. On suppose en outre que
cet isomorphisme commute aux morphismes entre objets et aux restrictions.
On suppose que la classe d’isomorphisme de Fi(S1, .., Si−1)→ Ei(S1, .., Si−1)
ne de´pend pas de S1,...,Si−1.
On notera souvent de manie`re abusive la i−gerbe Fi(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1)→
Ei(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1) par E2(S
′
i−1, Li).
On de´finit ainsi par re´curence la famille de gerbes Fn+1(S1, S
′
1, .., Sn, S
′
n)→
En+1(S1, S
′
1, .., Sn, S
′
n).
On suppose que la proprie´te´ suivante de connexite´ est ve´rifie´e:
Soient Si+1 un objet de Ei+1(S1, S
′
1, ..., Si, S
′
i) et T1, T2 et T3 des objets de
Fi+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i)Si+1 , on a une application
Hom(T1, T2) −→ Hom(Ei+2(S1, .., Si+1, T1), Ei+2(S1, .., Si+1, T2))
u −→ u∗
Conside´rons maintenant un objet X de Ei+2(S1, .., Si+1, T1), U un objet de
Fi+2(S1, .., Si+1, T1)X et V un objet de Fi+2(S1, .., Si+1, T2)u∗(X), il existe un
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morphisme u∗(U, V ) entre les gerbes Fi+2(S1, .., Si+1, T1)→ Ei+2(S1, .., Si+1, T1)
et Fi+2(S1, .., Si+1, T2) → Ei+2(S1, .., Si+1, T2) au-dessus de u
∗ qui transforme
U en V .
On fera souvent l’abus de noter u∗ et u∗(U, V ) par u∗.
Soient u : T1 → T2, et v : T2 → T3 des e´le´ments respectifs de Hom(T1, T2) et
Hom(T2, T3), le morphisme (uv)
∗ coincide avec u∗v∗ sur les objets et on suppose
qu’ils coincident modulo un morphisme de Fi+2(S1, .., Si+1, T3)→ Ei+2(S1, .., Si+1, T3).
On a (Id)∗ = Id sur les objets (mais pas force´ment sur les fle`ches).
Soient φ : S → T une fle`che de Ei+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i) et x un objet de
Fi+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i)T . Conside´rons une image inverse m : y → x de φ. Est
associe´ a` m la restriction m∗, morphisme entre les cate´gories Ei+2(S1, .., T, x)
et Ei+2(S1, .., S, y).
Conside´rons maintenant un objet de X de Ei+2(S1, .., T, x), U un objet
de Fi+2(S1, .., T, x)X et V un objet de Fi+2(S1, .., S, y)m∗(X). Il existe un
morphisme m∗(U, V ) entre les gerbes Fi+2(S1, .., T, x) → Ei+2(S1, .., T, x) et
Fi+2(S1, .., S, y)→ Ei+2(S1, .., S, y) au-dessus de m
∗ qui transforme U en V .
Soit ψ : U → S une autre fle`che de Ei+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i) et n : z → y une
image inverse de y. Les restrictions (mn)∗ et n∗m∗ coincident sur les objets et
on suppose qu’elles coincident modulo un morphisme de Fi+2(S1, S
′
1, .., U, z)→
Ei+2(S1, S
′
1, .., U, z).
On notera souvent de manie`re abusive m∗ et m∗(U, V ) par m∗.
On notera la n + 1−tour gerbe´e par E(L1, ..., Ln, Ln+1) et on dira que E1
est sa base.
On remarque que pour construire E(L1, ..., Ln), on a construit re´cursivement
une famille de tours gerbe´es (E(L1),...,E(L1, .., Li),...,E(L1, .., Ln)). On ap-
pellera cette famille de tours gerbe´es la famille associe´e E(L1, ..., Ln).
De´finition 2.3
Une tour gerbe´e infinie de base E1 est la donne´e pour tout entier n ≥ 1,
d’une n−tour gerbe´e E(L1, ..., Ln) telle que la famille associe´e a` la n+ 1−tour
gerbe´e E(L1, ..., Ln+1) est (E(L1), ..., E(L1, ..., Ln+1)).
Remarque.
On supposera que les cate´goriesFi+1(S1, S
′
1, ..., Si, S
′
i) et Ei+1(S1, S
′
1.., Si, S
′
i)
sont U−petites, pour tout i ou` U est un univers donne´. Ceci implique l’existence
de la re´union des Fi+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i) et de celle des Ei+1(S1, S
′
1.., Si, S
′
i).
De´finition 2.4.
Soient E(L1, ..., Ln) une n−tour gerbe´e, S1 un objet de E1, et S
′
1 un objet de
F1S1 on peut de´finir une famille de n− 1−tours gerbe´es de la manie`re suivante:
On pose E1S1S′1(L2) = F2(S1, S
′
1) → E2(S1, S
′
1), EiS1S′1(L2, .., Li+1), est la
re´union des gerbes Fi+1(S1, S
′
1, ..., Si, S
′
i)→ Ei+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i).
La famille des n − 1−tours gerbe´es ES1S′1(L2, ..., Ln) est appele´e la fibre
au-dessus de S1.
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De´finition 2.5.
Soit E(L1, ..., Ln) une n−tour gerbe´e de base E1, on dira que E
′(L1, ..., Ln)
est une sous n−tour gerbe´e de E(L1, ..., Ln) si et seulement si E
′(L1, ..., Ln) est
une n−tour gerbe´e au-dessus de E1 telle que F
′
1 → E1 est une sous-gerbe de
F1 → E1, pour tout objet S1 de E1 et S
′
1 de F1
′
S1
, F ′2(S1, S
′
1) → E
′
2(S1, S1)
est une sous-gerbe de F2(S1, S
′
1) → E2(S1, S
′
1), ..., F
′
i (S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1) →
E′i(S1, S
′
1.., Si−1, S
′
i−1) est une sous-gerbe de Fi(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1)→ Ei(S1, S
′
1.., Si−1, S
′
i−1),...,
F ′n(S1, S
′
1, .., Sn−1, S
′
n−1)→ E
′
n(S1, S
′
1.., Sn−1, S
′
n−1) est une sous-gerbe de Fn(S1, S
′
1, .., Sn−1, S
′
n−1)→
En(S1, S
′
1.., Sn−1, S
′
n−1).
De´finition 2.6.
Un morphisme entre deux tours gerbe´es E(L1, ..., Ln) et E
′(L′1, ..., L
′
n) de
bases E1 et E
′
1 est la donne´e
d’un morphisme f1 entre les gerbes F1 → E1 et F
′
1 → E
′
1,
pour tout objets S1 de E1, et S
′
1 de FS1 d’un morphisme f(S1, S
′
1) entre les
gerbes F2(S1, S
′
1)→ E2(S1, S
′
1) et F
′
2(f(S1), f(S
′
1))→ E
′
2(f(S1), f(S
′
1)),...,
pour tout objet Si+1 de Ei+1(S1, S
′
1..., Si, S
′
i) et S
′
i+1 de Fi+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i)Si+1
d’un morphisme f(S1, S
′
1..., Si+1, S
′
i+1) entre les gerbes Fi+2(S1, S
′
1, .., Si+1, S
′
i+1)→
Ei+2(S1, S
′
1..Si+1, S
′
i+1) et F
′
i+2(f(S1), .., f(S1, S
′
1.., Si, S
′
i)(Si+1), f(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i)(S
′
i+1))→
E′i+2(f(S1), f(S
′
1), .., f(S1, S
′
1.., Si, S
′
i)(Si+1), f(S1, S1, .., Si, S
′
i)(S
′
i+1)).
On commettra souvent l’abus de notation de noter f(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i) par
f(S′i).
Soient Si+1 un objet de Ei+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i), T1, T2 des objets de Fi+1(S1, S
′
1, .., Si, S
′
i)Si+1
et u : T1 → T2 un morphisme; On suppose aussi la proprie´te´ suivante ve´rifie´e:
f(S′i)(u
∗) = (f(S′i)(u))
∗
On suppose aussi que les morphismes commutent avec les restrictions.
Soient f : E(L1, ..., Ln)→ E
′(L′1, ..., L
′
n) un morphisme de tours gerbe´es, Si
un objet de Ei(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1), S
′
i un objet de Fi(S1, S
′
1, .., Si−1, S
′
i−1)Si
et li un e´le´ment de Li.
Le morphisme f de´finit un morphisme de liens f(Si, Li) : Li → Li entre Li
et L′i par
f(S′i−1)(liS
′
i) = f(Si, Li)(li)f(S
′
i−1)(S
′
i).
La notion de morphisme entre tours gerbe´es permet de de´finir une notion
d’e´quivalence entre tours gerbe´es.
De´finition 2.7.
On dira que deux n−tours gerbe´es E(L1, ..., Ln) et E
′(L1, ..., Ln) de base E1
sont e´quivalentes s’il existe un morphisme de tour gerbe´e entre E(L1, ..., Ln) et
E′(L1, ..., Ln) tel que le morphisme f(S1, ..., S
′
i) est une e´quivalence de gerbes.
On noteHn+1(E1, L1, ..., Ln) l’ensemble des classes d’e´quivalence des n−tours
gerbe´es de base E1 et de liens associe´es L1,...,Ln.
De´finition 2.8.
La classe d’e´quivalence d’une tour gerbe´e E(L1, ..., Ln) au-dessus de E1
est triviale (ou n triviale) si et seulement si il existe une sous tour gerbe´e
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E′(L1, ..., Ln) de E(L1, ..., Ln) telle que les fibres de F
′
n(S1, S
′
1, .., Sn−1, S
′
n−1)→
E′n(S1, S
′
1.., Sn−1, S
′
n−1) n’ont qu’un e´le´ment.
On dira qu’une n−tour gerbe´e E(L1, ..., Ln) est n− itriviale si et seulement
si il existe une sous n−tour gerbe´e E′(L1, ..., Ln) de E(L1, ..., Ln) telle que pour
j ≥ i, les fibres de F ′j(S
′
1, ..., S
′
j−1)→ E
′
j(S
′
1, ..., S
′
j−1) n’ont qu’un e´le´ment.
Le cas commutatif.
Dans cette partie, on suppose que les liens L1,...,Ln sont des faisceaux en
groupes commutatifs. On va exprimer les espaces de cohomologiesHn+1(E,L1, ..., Ln)
en termes de cocycles de Cech usuels.
On suppose que la topologie de E1 est de´finie par une famille couvrante
(Xi → X)i∈I . On suppose aussi que la cohomologie de Cech d’un faisceau L
sur E1 de´finit par (Xi → X)i∈I est la cohomologie de Cech de L sur E1.
Posons Xi1...ik = Xi1 ×X ...×X Xik .
Si xi1 est un objet de F1Xi1 , on notera x
i2..ik
i1
sa restriction a` F1Xi1×X ..×XXik .
Si ui1i2 est une fle`che entre x
i1
i2
et xi2i1 , on notera u
i3..ik
i1i2
sa restriction entre
xi1..iki2 et x
i2..ik
i1
.
Soit xi un objet de F1Xi , on note ui1i2 une fle`che entre les restrictions re-
spectives xi1i2 et x
i2
i1
de xi2 et xi1 a` F1Xi1i2 , la fle`che ci1i2i3 = u
i1
i2i3
(ui2i1i3)
−1
ui3i1i2
repre´sente un 2−cocycle de Cech du faisceau L1. Son bord d(ci1i2i3) est donc
nul.
On note x′i1i2 un objet de E2(Xi1i2 , x
i1
i2
) et xi1i2 un objet de sa fibre, (ci1i2i3 )
∗
est un morphisme de la gerbe F2(Xi1i2i3 , x
i1i3
i2
)→ E2(Xi1i2i3 , x
i1i3
i2
) qui agit sur
x′i3i1i2 .
On a vu que les chaines ci1i2i3i4 , c
i2
i1i3i4
, ci4i1i2i3 peuvent eˆtre conside´rer comme
e´le´ments de L1. On peut dont aussi les conside´rer leur image par ∗ comme mor-
phisme de la gerbe F2(Xi1i2i3i4 , x
i1i3i4
i2
)→ E2(Xi1i2i3i4 , x
i1i3i4
i2
). Via ces identifi-
cations, le bord de (ci1i2i3)
∗ est un morphisme de la gerbe F2(Xi1i2i3i4 , .., x
i1i3i4
i2
)→
E2(Xi1i2i3i4 , .., x
i1i3i4
i2
) qui pre´serve x′i1i2
i3i4 . Il s’identifie donc a` une chaine
ci1i2i3i4 de L2.
Lemme 2.9. La chaine ci1i2i3i4 est un 3−cocycle.
Preuve.
Evaluons le bord de ci1..i4 , on obtient:
d(ci1..i4) =
j=5∑
j=1
(−1)jci1..ˆij ..i5
=
j=5∑
j=1
(−1)j(
k=j−1∑
k=1
(−1)kc∗
i1..ˆik..ˆij ..
+
k=5∑
k=j+1
(−1)k+1c∗
i1..ˆij iˆk..i5
) = 0.
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Supposons de´fini le Lj j + 1−cocycle ci1...ij+2 , alors (ci1..ij+2)
∗ est un mor-
phisme de la gerbe Fj+1(Xi1..ij+2 , x
1..j+2
i2
, .., x
′ij+1ij+2
i2..ij
, x
ij+1ij+2
i2..ij
)→ Ej+1(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x
′ij+1ij+2
i2..ij
, x
ij+1ij+2
i2..ij
).
Ou` x′i1..ij un objet de Ej(Xi1..ij+2 , .., x
ijij+1ij+2
i2..ij−1
), et xi1..ij un objet de sa fibre.
Si ij+1 = ij+2, alors peut supposer que ci1...ij+2 est nul.
Chaque fle`che ci1i2..ij+3 ,...,c
ij+3
i1..ij+2
, s’identifie a` un e´le´ment de Lj.
Le bord d(ci1..ij+2)
∗ = ci1..ij+3 s’identifie donc a` un morphisme de la gerbe
Fj+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
) → Ej+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
)
qui pre´serve un objet x′i1..ij+1 de sa base.
Il s’identifie donc a` un e´le´ment de Lj+1.
Lemme 2.10.
La famille ci1...ij+3 est un j + 2 cocycle.
Preuve.
Evaluons le bord de ci1...ij+3 , on a
d(ci1...ij+3) =
k=j+4∑
k=1
(−1)kci1..ˆik..ij+4
=
k=j+4∑
k=1
(−1)k(
l=k−1∑
l=1
(−1)lc∗
i1..ˆil..ˆik..
+
l=j+4∑
l=k+1
(−1)l+1c∗
i1..ˆik iˆl..ij+4
) = 0.
On de´finit ainsi re´cursivement un n+ 1−cocycle ci1...in+2 .
Remarque.
Le j+1−cocycle ci1..ij+2 est de´fini modulo un e´le´ment de Lj. Mais sa classe
de cohomologie ne de´pend pas du repre´sentant choisi.
Soit (En(L1, ..., Ln))n∈IN une tour gerbe´e infinie telle que chaque faisceau
Ln est abe´lien. Notons cn+1 le cocycle associe´ a` la n−tour gerbe´e E(L1, ..., Ln).
On note c la famille (cn)n∈IN .
Proposition 2.11.
Soit E′(L1, ..., Ln) une sous n−tour gerbe´e de E(L1, ..., Ln), alors les classes
de cohomologies des familles de cocycles (c′2, ..., c
′
n+1) et (c2, ..., cn+1) qui de´crivent
respectivement les tours gerbe´es E′(L1, ..., Ln) et E(L1, ..., Ln) coincident.
Preuve.
Soit (Xi → X)i∈I une famille couvrante de la topologie de E1, c2 est con-
struite en choisissant dans F1Xi un objet xi qu’on peut supposer appartenir a`
F ′1Xi , il en re´sulte que c2 et c
′
2 coincident.
Supposons que cj+1 coincide avec c
′
j+1, pour construire cj+2, on identifie
(ci1...ij+2)
∗ a` un morphisme de la gerbe Fj+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+3
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
)→
Ej+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+3
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
). On peut aussi supposer re´cursivement
que c’est un morphisme de la gerbe F ′j+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+3
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
) →
E′j+1(Xi1..ij+3 , x
2..j+3
i2
, .., x
ij+1ij+2ij+3
i2..ij
). Ceci implique que cj+2 = c
′
j+2.
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Corollaire 2.12.
Supposons que la n−gerbe E(L1, .., Ln) soit triviale, alors la classe de coho-
mologie du n+ 1−cocycle de Cech qu’on vient de de´finir est triviale.
Preuve.
Supposons que la n−gerbe E(L1, ..., Ln) soit triviale, Il existe alors une
sous n−gerbe E′(L1, ..., Ln) de E(L1, ..., Ln) telle que la fibre F
′
n(S1, ..., Sn)→
E′n(L1, ..., Ln) a un e´le´ment. Il suffit de montrer que le cocycle c
′
n+1 est triv-
ial. Dans ce cas c′n+1 est construit en identifiant le bord de c
′
n a une famille
de morphismes de gerbes triviales. Le re´sultat se de´duit en remarquant que
les ci1..in+2, pour i1 = ... = in−1 sont l’obstruction a` la trivialite´ des gerbes
Fn(S1, ..., S
′
n−1)→ En(S1, ..., S
′
n−1).
The´ore`me 2.13.
Soit E1 une cate´gorie et L1,...,Ln des faisceaux de E1 abe´liens de E1. L’ensemble
des classes d’isomorphismes des n−tours gerbe´es abe´liennes s’identifie au groupe
de Cech Hn+1(E1, Ln) par l’application qui a` une n−tour gerbe´e E(L1, ..., Ln)
associe la classe de cohomologie [cn+1] de cn+1.
Preuve.
Montrons d’abord que si [cn+1] est nulle alors la tour gerbe´e est triviale, ou
de manie`re e´quivalente que les gerbes Fn(S1, .., Sn−1) → En(S1, .., Sn−1) sont
triviales.
Le cocycle cn+1 est conside´re´ comme famille de morphismes ci1..in+2 des
gerbes Fn(Xi1..in+2 , .., x
in+1in+2
i2..in−1
)→ En(Xi1..in+2 , .., x
in+1in+2
i2..in−1
).
On choisit i1 = .. = in−1 = i0. Dans ce cas, le cocycle ci1..in+2 se re´duit a`
l’obstruction a` la trivialite´ de la gerbe Fn(Xi1..in+2 , .., x
inin+1in+2
i2..in−1
)→ En(Xi1..in+2, .., x
inin+1in+2
i2..in−1
).
Il faut maintenant montrer qu’a` partir de toute classe cn+1, on peut con-
struire une tour gerbe´e.
Pour cela, il faut d’abord montrer que l’ensemble des classes d’e´quivalences
des L1 gerbes est en bijection avecH
2(E1, L1), puis par re´curence que l’ensemble
des classes d’e´quivalences des i−tours gerbe´es E(L1, .., Li) de base E1 est en
bijection avec Hi+1(E1, Li).
Montrons donc que l’ensemble des classes de´quivalences des gerbes de base
E1 est en bijection avec H
2(E1, L1).
Soit ci1i2i3 un 2−cocycle repre´sentant une classe de H
2(E1, L1).
Conside´rons une famille de gerbes triviales Pi → Xi de lien L1 telle qu’on
ait des morphismes cij entre les restrictions respectives de Pj a` Xij et de Pi a`
Xij de sorte que
ci2i3c
−1
i1i3
ci1i2 = ci1i2i3 .
Pour s’assurer de l’existence de ci1i2 , il suffit de remarquer qu’e´tant donne´ Xi0 ,
on peut de´finir la gerbe Pi0 sur la cate´gorie au-dessus de Xi0 de sorte que ses
restrictions Pi0i1 au-dessus de Xi1×XXi0 → Xi0 soit la gerbe triviale de lien L1.
On pose alors ui1i2 = ci1i2i0 comme morphisme entre les restrictions respectives
de Pi2i0 et Pi1i0 a` Xi1 ×X Xi2 ×X Xi0 → Xi0 .
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Supposons que pour tout e´le´ment [ci+1] de H
i+1(E1, Li), il existe une tour
gerbe´e E(L1, ..., Li) de base E1 et de cocycle classifiant ci+1.
Soit ci+2 un e´le´ment de H
i+2(E1, Li+1). On va construire a` partir d’une
i−tour gerbe´e quelconque E(L1, ..., Li), une tour i + 1−tour gerbe´e de cocycle
classifiant ci+2.
Le cocycle classifiant de E(L1, ..., Li) est donne´e par une famille de chaines
ci1...ij+2 qui peuvent eˆtre conside´re´es comme morphismes de gerbes Fj(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2
i2..ij−1
)→
Ej(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2
i2..ij−1
).
A tout objet x′i1...ij de Ej(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2
i2..ij−1
) et xi1..ij de sa fibre,
on associe une gerbe triviale Fj+1(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x′i1..ij , xi1..ij )→ Ej+1(Xi1..ij+2 , x
2..j+2
i2
, .., x
ij+1ij+2
i2..ij−1
, x′i1..ij , xi1..ij ).
On de´finit des morphismes hi1...ij+2 = (ci1..ij+2)
∗ de cette gerbe de sorte que
d(hi1..ij+2) = ci1..ij+3 .
Pour s’assurer de l’existence des applications hi1..ij+2 , on les de´finit pour i0
fixe´ sur leurs restrictions Fj+1(Xi1i2..ij+2i0 , x
2..j+3
i2
, .., x
′ij+3
i2..ij
, , x
ij+3
i1..ij
)→ Ej+1(Xi1i2..ij+2i0 , x
2..j+3
i2
, .., x
ij+3
i2..ij
)
par hi0i2..ij+3 = ci1i2..ij+2i0 .
3. Suites spectrales et tours gerbe´es.
Le but de cette partie est d’appliquer la me´thode des suites spectrales pour
e´tudier les groupes de cohomologie des tours gerbe´es abe´liennes.
Soit E(L0, ..., Ln, ..)n∈IN une ∞−tour gerbe´e ou` la famille (Ln)n∈IN est une
famille de faisceaux abe´liens au-dessus de la cate´gorie E1. On suppose que la
topologie de E1 est de´finie par la famille couvrante (X → Xi)i∈I .
Posons L = ⊕i≥0Li, et notons (C
∗(X,L), d) le complexe des chaines de Cech
de´finies sur E1 et a` valeurs dans L.
On peut munir ce complexe des chaines de Cech de la filtration suivante:
Kp = C
∗(X,⊕q≥pLq)
et de la graduation
Kp = Cp(X,L)
On va calculer les termes de la suite spectrale associe´e a` cette filtration et a`
cette graduation.
Notons Zpr = {x ∈ Kp : d(x) ∈ Kp+r}, B
p
r = d(Kp−r ∩ Kp), et E
p
r =
Zpr
Z
p+1
r−1
+Bp
r−1
.
On suppose dans la suite que r ≥ 1.
De´terminons Zpr .
Soit x un e´le´ment de Kp, x appartient a` Z
p
r si et seulement si d(x) appartient
a` Kp+r. Posons x = xi0 + ...+ xin , ou` xil est la composante homoge`ne de x a`
valeurs dans Ll. On a d(xl) est un e´le´ment de Kp+r si et seulement si l ≥ p+ r
ou bien si d(xl) = 0. On en de´duit que x appartient a` Z
p
r si et seulement si ses
composantes xij telles que j < p+ r sont des cocycles.
De´terminons Bpr .
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Soit x un e´le´ment de Kp−r, une de ses composantes homoge`nes xl a` valeurs
dans Ll appartient a` B
p
r si et seulement si d(xl) appartient a` Kp ceci est
e´quivalent a` dire que d(xl) est nul ou bien que l ≥ p + r. Il en re´sulte que
Bpr = d(Kp).
De´terminons Epr .
On a Zpr = Z
p+1
r−1 ⊕ Z(K) ∩ C(X,Lp). On en de´duit que E
p
r = H(X,Lp).
Posons maintenant Zpqr = Z
p
r∩K
p+q, Bpqr = B
p
r∩K
p+q et Epqr =
Zpqr
B
pq
r−1
+Zp+1,q−1
r−1
.
De´terminons Zpqr .
Soit x un e´le´ment de Zpr , une de ses composantes homoge`nes xl a` valeurs
dans Ll appartient a` Z
pq
r si et seulement si xl est une p + q−chaine a` valeurs
dans Kp, et d(xl) appartient a` Kp+r. On a vu que d(xl) appartient a` Kp+r
si et seulement si xl est un cocycle ou bien l ≥ p + r. On en de´duit que
Zpqr = C
p+q(X,Lp+r)⊕ Z
p+q(X,Lp ⊕ ..⊕ Lp−1).
De´terminons maintenant Bpqr .
Soit x un e´le´ment de Bpqr , une de ses composantes xl a` valeurs dans Ll appar-
tient a` Bpqr , si et seulement si c’est une p+ q−chaine et il existe y appartenant
a` Kp−r tel que d(yl) = xl. On en de´duit que B
pq
r = d(C
p+q−1(X,Kp)).
De´terminons Epqr .
L’espace vectoriel Zpqr est la somme de Z
p+1,q−1
r−1 et de Z
p+q(X,Lp). On en
de´duit que Epqr = H
p+q(X,Lp).
On va noter Zp∞ l’ensemble des cycles contenus dans Kp, B
p
∞ l’ensemble des
bords contenus dans Kp et enfin E
p
∞ =
Zp
∞
Z
p+1
∞ +B
p
∞
.
On remarque que Ep∞ = H(X,Lp).
La proposition suivante se de´duit de [God] p. 84 The´ore`me 4.6.1.
Proposition 3.1.
Supposons maintenant qu’il existe un entier n ≥ r tel que Hp+q(X,Lp) =
Epqr = 0 pour p 6= 0, n et un entier s tel que Ln = 0 si n > s.
On obtient alors la suite exacte suivante:
...→ Hn(X,Ln)→ H
i(X,L)→ Hi(X,L0)→ H
i+1(X,Ln)→ H
i+1(X,L)→ ...
4. Application des tours gerbe´es a` la ge´ome´trie affine.
Dans cette partie, on va appliquer la notion de tour gerbe´e au proble`me qui
a motive´ sa construction: la classification des se´ries de compositions des varie´te´s
affines.
Soient (M1,∇M1), (F1,∇F1),...,(Fn−1,∇Fn−1) des varie´te´s affines compactes
et comple`tes, on se propose de classifier les se´ries de compositions de la forme
(Mn,∇Mn)→ (Mn−1,∇Mn−1)...→ (M2,∇M2)→ (M1,∇M1)
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ou` pour tout i l’application
fi : (Mi+1,∇Mi+1)→ (Mi,∇Mi)
est une fibration affine c’est a` dire une application affine surjective, dont l’espace
source une varie´te´ affine (compacte et comple`te) et dont la fibre est diffe´omorphe
a` Fi, et est munie d’une structure affine d’holonomie line´aire celle de (Fi,∇Fi).
On notera m1 la dimension deM1, li la dimension de Fi, et H
1(pi1(Fi), IR
li)
le premier groupe de cohomologie de pi1(Fi) relatif a` l’holonomie line´aire de
(Fi,∇Fi).
L’application fi+1 induit une repre´ntation : pi1(Fi)→ Gl(H
1(pi1(Fi+1), IR
li+1))
(Voir [T6]).
Les donne´es a` partir desquelles se feront la classification seront:
- La varie´te´ affine (M1,∇M1) = (F0,∇F0),
- Une repre´sentation pii : pi1(Fi)→ Aff(IR
m1+l1..+li) dont la partie line´aire
pre´serve 0×IRli et qui se projette sur IRm1+..li−1 en l’identite´. On suppose que le
quotient de IRm1+l1+..+li par pi1(Fi) est une fibration au-dessus de IR
m1+l1+..+li−1
dont les fibres sont diffe´omorphes a` Fi.
La partie line´aire de la restriction de pii a` 0 × IR
li est l’holonomie line´aire
des structures affines de Fi conside´re´es.
- Soit N(I(pii+1)) le sous-groupe du normalisateur de l’image de pii+1 dans
Aff(IRm1+l1+..+li+1) dont la partie line´aire d’un de ses e´le´ments quelconque g
pre´serve 0× IRli+1 et tel que l’action de g induite sur IRm1+..li est l’identite´. On
se donne aussi des repre´sentations
pi′i : pi1(Fi)→ N(I(pii+1))
celle ci induit une repre´sentation
pi′′i : pi1(Fi)→ Gl(H
1(pi1(Fi+1), IR
li+1))
ou`Gl(H1(pi1(Fi), IR
li)) le groupe des automorphismes line´aires deH1(pi1(Fi), IR
li).
La repre´sentation pii induit aussi sur Fi un fibre´ plat de fibre typeH
1(pi1(Fi+1), IR
li+1)
qu’on note aussi pii.
Soit Ai = (Aff(IR
m1+..+li)/pi1(Fi))0 la composante connexe du groupe des
automorphismes affines de IRm1+l1+..+li/pi1(Fi) qui pre´servent ses fibres et se
projettent sur IRm1+..li−1 en l’identite´, pi′i de´finit au-dessus de Fi un fibre´ plat
de fibre type Ai+1, on note hi+1i le faisceau des sections affines de ce fibre´.
(section affines veut dire qu’elles se rele`vent localement sur N(I(pii+1)) en des
sections de Fi dont la partie line´aire ne de´pend pas de la variable et la partie
translation en de´pend de manie`re affine.) C’est un fibre´ au-dessus de Fi.
La repre´sentation pi′i−1 de´finit un fibre´ plat au-dessus de Fi−1 de fibre type
hi+1i, qu’on note hi+1i−1 le faisceau des sections affines de ce fibre´.
Re´cursivement, on peut de´finir les faisceaux hi+11.
L’outil ne´cessaire pour e´ffectuer la classification est la notion de n−tour
gerbe´e qu’on vient de de´finir. On va associer a` la famille (M1,∇M1), (F1,∇F1),...,(Fn−1,∇Fn−1)
la n− 1−tour gerbe´e suivante:
14
Soit U un ouvert de M1, on note C1(U) la cate´gorie dont les objets sont
les fibre´s affines de base U , et tels que le fibre´ plat au-dessus de U , de base
H1(pi1(F1), IR
l1) induit par un objet de C1(U) est la restriction de pi
′′
1 a` U . Les
morphismes des objets de C1(U) sont les morphismes de fibre´s affines c’est a`
dire les isomorphismes affines entre espaces totaux qui respectent les fibres et
se projettent sur U en l’identite´.
Le faisceau de cate´gories de´fini sur M1 par
U −→ C1(U)
est une gerbe de lien A1.
Supposons U simplement connexe. Soit S1 un objet de C1(U), c’est un fibre´
affine de base U . Sa fibre est diffe´omorphe a` F1. Conside´rons un ouvert U(U1)
de S1 diffe´omorphe a` U × U1 ou` U1 est un ouvert de F1. On peut de´finir la
cate´gorie C2(U(U1)) dont les objets sont les fibre´s affines au-dessus de U(U1)
de fibre diffe´omorphe a` F2, tels que le fibre´ plat de fibre type H
1(pi1(F2), IR
l2)
associe´ soit induit par pi2.
On vient de de´finir ainsi une 2−tour gerbe´e C2(A1, A2) au-dessus de M1.
Supposons de´finie la i−tourEi gerbe´e, elle consiste en la donne´e d’une famille
de fibre´s affines de fibres Fi au-dessus d’une famille d’ouvert U(U1, ..., Ui−1)
diffe´omorphe a` U × U1... × Ui−1, ou` Uk est un ouvert de Fk, qui est simple-
ment connexe si k < i − 1. Soit Ui un ouvert de Fi, ayant de´fini Ci, on peut
de´finir Ci+1 en associant a` U(U1, .., Ui) ouvert d’un objet de Ci(U(U1, ..., Ui−1))
diffe´omorphe a` U(U1, .., Ui−1) × Ui (ou` cette fois Ui−1 est simplement con-
nexe) la cate´gorie, Ci+1(U(U1, ...Ui)) dont les objets sont les fibre´ affines au-
dessus de U(U1, ...Ui) de fibre type Fi+1 tel que le fibre´ plat de fibre type
H1(pi1(Fi+1), IR
li+1) associe´ soit induit par pi′′i .
Le faisceau de cate´gories
U(U1, ..., Ui) −→ Ci+1(U(U1, ..., Ui))
est une gerbe au-dessus de U(U1, ..., Ui−1)× Fi de liens Li+1.
On de´finit ainsi par re´currence une tour gerbe´e E(L1, ..., Ln−1).
Proposition 4.1.
Il existe une se´rie de composition de (Mn,∇Mn) → ... → (M1,∇M1) telle
que la fibration fi : (Mi+1,∇Mi+1) → (Mi,∇Mi) de fibre diffe´omorphe a` Fi
associe´ au donne´es de´finies en de´but de ce nume´ro si et seulement si la tour
gerbe´e associe´e est n− 1−triviale.
De´finition. 4.2.
Un fibre´ affine (M,∇M )→ (B,∇B) d’espace total compact est dit affinement
localement trivial, si et seulement si l’holonomie d’une fibre ne de´pend pas de
celle-ci.
En d’autres termes, ceci veut dire que le fibre´ est un fibre´ diffe´rentiable
localement trivial, et le cocycle de Cech qui sert a` le de´finir peut eˆtre exprime´
par des applications affines de la fibre qu’on note (F,∇F ).
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Les se´ries de compositions telles que fi est un fibre´ affine affinement locale-
ment trivial ont e´te´ classifie´es dans [T6]. Dans ce cas on peut se restreindre a`
des tours gerbe´es de liens commutatifs, et exprimer les invariants en jeu par des
cocycles de Cech usuels.
5. Interpre´tation de la cohomologie entie`re d’une varie´te´.
Les classes caracte´ristiques ont e´te´ recemmemt utilise´es par plusieurs mathe´maticiens
afin d’e´tudier des objets ge´ome´triques. Pour exploiter au mieux la the´orie
des classes caracte´ristiques, il faut donner une interpre´tation ge´ome´trique des
groupes Hn(M, IZ), ou` M est une varie´te´ diffe´rentiable. C’est le but de cette
partie.
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable. On a vu que le groupe Hn+1(M, IC∗)
s’identifie aux classes d’e´quivalences des n−tours gerbe´es En(IC
∗
M , ..., IC
∗
M ), ou`
IC∗M , (resp ICM ) est le faisceau des fonctions diffe´rentiables de´finies sur M et
a` valeurs dans IC∗. (resp. le faisceau des fonctions de´finies sur M et a` valeurs
dans IC). On a une suite exacte
0→ IZ
i
→ICM
exp
→IC∗M → 0.
La suite exacte de cohomologie associe´e a` cette suite exacte de faisceaux donne
un isomorphisme entre les groupes Hn+1(M, IZ) et le groupe Hn(M, IC∗M ). Il
vient du fait queHn+2(M, IZ) est isomorphe au groupe des classes d’e´quivalences
des n−tours gerbe´es En(IC
∗
M , ..., IC
∗
M ) le re´sultat suivant:
The´ore`me 5.1. Soit M une varie´te´ diffe´rentiable, le groupe de cohomolo-
gie Hn+2(M, IZ) est isomorphe aux classes d’e´quivalences des n−tours gerbe´es
de´finies sur M .
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